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1 Tresé

Konstruujac odpowiedniag bijekcje udowodnij réwnolicznosé zbioréow R i R x R.

2 Rozwigzanie

Niech funkcje ¢: R — (0,1),%: (0,1) — (0, 1] beda zadane wzorami
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Funkcje te sa bijekcjami, gdyz posiadaja funkcje odwrotne ¢~1: (0,1) — R,¢p~1: (0,1] —
(0,1)
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Oczywiscie, bijekcjami beda réwniez ich ,dwuwymiarowe” odpowiedniki ®: R? — (0,1)2,
: (0,1)% — (0,1])%, dane wzorami

((z,y)) = (o(2), 0(y)), ()
U({z,y)) = (¥(x), ¥ (y)), (6)

z analogicznie zdefiniowanymi funkcjami odwrotnymi. Nazwijmy ,segmentem” ciag zna-
kow postaci 00...01,n € N, i zauwazmy nastepujacy

n
Fakt 1. Kazda liczba x € (0,1] ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci nieskonczo-
nego (tj. zawierajgcego nieskonczenie wiele jedynek) rozwiniecia dwdjkowego. Kazde takie
przedstawienie w liczby x € (0,1] da sie jednoznacznie rozlozyé na cigg segmentow {s; }ien,
tak, Ze

w=0,515283 ... (7)



Jednoznaczno$é¢ przedstawienia w postaci nieskonczonego rozwiniecia wynika z wla-
snosci systeméw pozycyjnych. Istnienie przedstawienia w postaci pewnego rozwiniecia réw-
niez; istnienie przedstawienia w postaci nieskonczonego rozwiniecia gwarantuje fakt, ze
przedstawienia

w = 0,ul, (8)
v=0,u0ll... 9)

reprezentuja te samyg liczbe. Rozwazany podzial rozwiniecia na segmenty wyznaczany jest
przez kolejne wystapienia w nim cyfry 1. Wobec powyzszego mozemy w ponizszym zapisie
utozsami¢ liczbe z jej nieskoniczonym rozwinieciem dwéjkowym, oraz stwierdzié, ze funkcja
€:(0,1)2 — (0, 1] dana wzorem

£(<0,818283 e ,0,7‘1T2T3 . >) = 0,817“1521"2837‘3 ey (10)

gdzie {s;}ien, {7i }ien to ciagi segmentéw, jest bijekcja. (Funkcja ¢71: (0,1] — (0,1]? dana
wzorem

671(0781828384 .. ) = <078183 e..,0,8954 .. > (11)

jest do niej odwrotna.)

Ostatecznie, funkcja
f=9¢lyTluo (12)

jako zlozenie bijekcji jest szukana bijekcja R? — R.



