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Zadanie 1

1. Niech m = mymg, mi2 € N oraz (m1,mz) = 1. Udowodni¢ istnienie izomorfizmu
pierécieni
Lon, = Ly D Lo,y

2. Definiujemy Z}, — zbidér elementéw odwracalnych wzgledem mnozenia w Z,.

(a) Pokazaé, ze zbidr ten tworzy grupe wzgledem mnozenia.

(b) Pokazaé, ze #Z, = ¢(m)

(c) Korzystajac z odpowiednich twierdzen teorii grup udowodnié¢ twierdzenie Eu-
lera: (z,m) = 1= 2¥(™ =1 mod m.

Rozwigzanie

1. f:Zm — Zpy ® Ly, - k — (kE mod my,k mod my) ma funkcje odwrotna dana
wzorem
Sk, 1) = kagma + laymy

gdzie aimy + agmeo = 1, za$ wspolczynniki rozkladu a2 € Z sa dane jednoznacznie
na mocy wzglednej pierwszosci mq 2. Rzeczywiscie, mamy
fof (k1) = f(kagmg + laymy)
= (kagmg + laym;  mod mq, kagms + laym;  mod my)
= (k(1 —aymy1) mod my,l(agma) mod ma) = (k,l)
Tozsamosci f(0) = (0,0), f(a+b) = f(a) + f(b), f(—a) = —f(a) wynikaja wprost
z zasady wykonywania dziatan po wspoétrzednych w sumie prostej oraz z wlasnosci

arytmetyki modulo. Réwniez f(1) = (1,1) — elementowi jednostkowemu w sumie
prostej. Pozostaje do sprawdzenia zachowywanie mnozenia.

FHE ) - £ (p, q) = (kagma + laymy) (pasma + qaymy) = kpazmj + lgaim?i

= f Y (kpagma,lgaimy) = f~ 1 (kp(1 — aymy),lq(1 — aams))
= [~ (kp,lq)
W drugim przej$ciu opuszczone zostaly wyrazy proporcjonalne do mimy = m, bo

obliczenie wykonywane jest w arytmetyce mod m. W ostatnim — oba opuszczenia
sa dozwolone w odpowiedniej kongruencji.



2. (a) Z definicji do Z, nalezy 1 = 17! oraz elementy odwrotne. a~*b~!(ba) = 1, stad
iloczyn ba elementéw odwracalnych jest odwracalny.

(b) Zauwazmy, ze dla m pierwszych Z,, jest cialem, stad #Z;, = m — 1. Z kolei na
mocy izomorfizmu rozwazanego wyzej #2Zy, ., = #Lp,, - #2Ly,, dla wzglednie
pierwszych m o (bo jedyne dzielniki zera w sumie prostej to te elementy, ktore
maja dzielnik zera na ktoérej$ ze wspolrzednych; elementy grupy multiplika-
tywnej musza mie¢ zatem na obu wspétrzednych elementy odpowiednich grup
multiplikatywnych). Jest to jednoczeénie rekurencyjna definicja funkcji Eulera,
wiec obie te funkcje sa sobie réwne.

(¢) (z,m) =1= x € Z}, czyli jego rzad (multiplikatywny) jest podzielny przez
rzad Z*, wynoszacy ¢(m). W grupie (a wiec mod m) mamy zatem z¥(™ =
xc-ord(:p) —1¢=1.

Zadanie 2

Definiujemy zbiér przeksztatcen dziatajacych na C:

{Jza(a,b,c,d):a(z):W,a,b,c,dé@,ad—bc#()}

cz+d
1. Pokazaé, ze nie kazde o odwzorowuje C na siebie.

2. Aby omingé ten problem, definiujemy rozszerzenie C = CU {oo} oraz dzialanie o na

C:
(a) c=0=0(2) = gjj_‘g na C oraz o(o0) = 0o
(b) c#£0=0(2) = Zzzj_s na (C\{—%} oraz a(—%l) = 00,0(00) = 4

pokazaé, ze zbiér tak okreslonych przeksztalcen C tworzy grupe.

3. Udowodnié, ze G jest obrazem homomorficznym grupy SL(2,C). Wyznaczy¢ jadro
homomorfizmu.

Rozwigzanie

1. Dla o(z) = L nie jest mozliwe o(z) = 0.

2. id =0(1,0,0,1), a dzialanie (skladanie) jest laczne, bo jest laczne w grupie wszyst-
kich bijekcji C. By pokazaé, ze elementy odwrotne naleza do zbioru, rozwazymy dwa,
przypadki jak w definicji.

Gdy ¢ =0, to a,d # 0. Wtedy o(z) = %‘H’. z= , zatem 01 = o(d, —b,0, a).
Dookreslamy jeszcze 0~ 1(00) = oo i zauwazamy, ze "ad — bc” = ad + b -0 = ad # 0.

do(z)—b




Gdy ¢ # 0, to przy zalozeniu z # —g stwierdzamy, ze

az+b 1lcaz+ bc+da—da 1( bc—da)
— ==(a+
c

o(z) =

cz+d ¢ cz+d cz+d
bc — da
—a= *
co(z) —a cz+d ()
be —d
cztd=—0
co(z)—a
_l(bc—da )_1bc—da—dca(z)+da_—da(z)—i—b
c\co(z)—a Cc co(z) —a - co(2) —a
a wiec 0! = o(—d,b,c,—a). Z niezerowoéci prawej strony (x) argumentem o'
nie moze by¢ ¢, wicc kladziemy o~!(%) = oo oraz o !(c0) = —%l. Ostatecznie
7ad — bc” = —d - —a — bc # 0, czyli zndéw otrzymalidmy element zbioru.

Konieczne jest jeszcze spostrzezenie, ze sktadanie elementéw zbioru jest dziataniem
wewnetrznym.

a%Zh b (ad + b))z + abl + bd’
s ~ (ca' +dc)z + eV + dd’
=o(aa’ +bc,abl +bd',ca’ +dc, b/ + dd')(z)

0 # (ad — be)(d'd = V') = (ad’ +bc')(cb' + dd") — (ab' + bd)(ca’ + dc)

O'(CL, b7 Gy d) o G(ala blv Cla d/)(Z) =

Sprawdzenie dodatkowych warunkéw zwiazanych z elementem co wymaga prostego
rozwazenia kilku przypadkéw.

c d
zane wyzej; warto pamietaé, ze o(aa, ab, ac,ad) = o(a,b,c,d). Na podstawie réw-
nosci funkcji

3. ¢ ( a b ) = o(a, b, c,d). Whasnoéci ¢ jako homomorfizmu zostaly wtasciwie poka-

az+b

cz—l—d_z

az+b=cz®+dz
c=b=0,a=d

wnioskujemy, ze jadro ¢ réwne jest (C\{0}) - 1.

Zadanie 3

Niech ¢ bedzie macierzows reprezentacja wymiaru n grupy G. Definiujemy repre-
zentacje (1, M (n,C)) nastepujaco:

¥(9)(A) = d(9)A¢'(9)
Wyrazi¢ charakter x za pomocg x4.

Rozwigzanie

Jezeli zdefiniujemy baze przestrzeni macierzy nastepujaco

{eij : (eij)r = dikdji}



to slad operatora O dzialajacego na tej przestrzeni bedzie zdefiniowany nastepujaco:
TrO = 37,;(Oeij)ij. Zatem w naszym przypadku mamy

xu(9) = Try(g) = Z(¢(g)(eij))ij = Z(¢( Jeijd'(9))ij = ZZcb 9)ik(€ij) ' (9)1;
i ij

= ZZ¢ 1k(51k5ﬂ¢ l] = Zd’ u¢ ]] = Zd’ )ii Zﬁb (9) Jj
iJ J
= (Tr¢(g)) =x5(9)

Zadanie 5

Ile wynosi ,$rednia wartos¢” ﬁ > gec X(g) charakteru nietrywialnej reprezentacji
grupy skonczonej G?

Rozwigzanie

Wystarczy zauwazy¢, ze
a2 x() > x( = (x:X)
fel - 5 Z

gdzie x(g) = 1 jest charakterem reprezentacji trywialnej. Zatem liczba ta jest krotnoscia
wystepowania reprezentacji trywialnej w rozwazanej.

Zadanie 7

Zalézmy, ze X € gl(n,C) ma n réznych wartosci wlasnych. Wyznaczyé wartosci
wlasne ad X.

Rozwigzanie

Skoro macierz wymiaru n ma n warto$ci wtasnych, to ma baze wektorow wlasnych,

w ktorej jest diagonalna. Rozwazmy dziatanie ad X na macierz Y w tej wlasnie bazie.
(ad X)Y)ij = (XY =Y X)ij = > (XieVij — YieXpj) = O (NibikYj — YieMiOi;)
k k
= AiYij = AYij = (N =AYy

Widaé zatem, ze wszystkie n? macierzy bazowych eij (p. zad. 3) to wektory wiasne ad X
(z warto$ciami wlasnymi A\; — \;). Zatem nie ma wigcej wartosci wlasnych. Dokladny roz-
ktad na podprzestrzenie wlasne jest juz zalezny od spektrum )\;, ale w kazdym przypadku
macierze e; beda stowarzyszone z wartosciami wlasnymi 0. Odpowiada to oczywistemu
faktowi, ze macierze diagonalne komutuja z dowolnym X.

Zadanie 9

Niech L bedzie algebra Liego. Definiujemy
Der L ={f € End(L) : f[z,y] = [f(z),y] + [z, f(y)] Vaz,yeL}



1. Pokazaé, ze komutator (w gl(L)) dwdch derywacji jest derywacja i wobec tego Der L
jest podalgebra Liego gl(L)

2. Udowodnié, ze zbiér wewnetrznych derywacji L postaci adx,z € L jest idealem
w Der L.

Rozwigzanie

1. Nawias Liego jest dzialaniem wewnetrznym w Der L:

(£, gllz.yl =fglx,y] — gflx,y] = flg(x),y] + flz, 9(v)] — g[f (@), y] — glz, f(y)]
=(f (m),y]ﬂ (@), f()] + [f (@), g(¥)] + [z, fg(y)]
—lgf(@),y] = [f (@), 9(»)] = [9(2), f(¥)] — [z, 9.f(y)]
=[[f,9l(),y] + [z, [f, 9] (¥)]

2. {adx} jest idealem w Der L < [Der L,{adz}] C {ad z}:

[f;ad2](y) = flo, y] — (ad2)(f(y)) = [f (@), 4] + [z, F(y)] = [2, f(y)] = (ad f(2))(y)



