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Wiemy, ze jezyki regularne mozna definiowaé za pomoca wyrazen regularnych skon-
struowanych z liter, operacji konkatenacji, sumy i gwiazdki Kleenego. Wysoko$é¢ gwiazd-
kowa (starheight) wyrazenia definiujemy jako najwyzszy poziom zagniezdzenia gwiazdek
w wyrazeniu, np. Sh((a*bc)*) = 2. Wysokoéé¢ gwiazdkowa jezyka to minimalna wysokosé
gwiazdkowa wsréd wyrazen opisujacych ten jezyk.

Ztozono$¢ problemu, by na podstawie danego DFA A okresli¢é Sh(L(.A)) byla nie-
znana do 1986, obecnie wiadomo, ze jest w 2EXPSPACE.

Mozna réwniez zdefiniowaé rozszerzone wyrazenia regularne — korzystajace réwniez
z operacji dopelnienia (a wiec i przekroju). Nie wiadomo, czy istnieje jezyk taki, ze jego
wysoko$é¢ gwiazdkowa w sensie wyrazen rozszerzonych jest wieksza od 1.

Udowodnimy, ze hierarchia Sh dla (zwyklych) wyrazen jest nieskoniczona, a nawet
Scista.

Twierdzenie 1. Dla dowolnej naturalnej n istnieje jezyk regularny L taki, ze Sh(L) = n.

Zdefiniujemy indukcyjnie nastepujacy cigg wyrazen regularnych oraz stéw:
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Oczywiscie w(i, j) € L(o;) oraz Sh(L(«;)) < 1.
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Niech K; bedzie zbiorem jezykéw L takich, ze

(1) HeZ Ywe L #q(w) =#p(w) +t
(2) Vjo €N Jj > jo Jwe L w(i,j) jest podstowem w

(3) L ma minimalng Sh sposéréd jezykéw spelniajacych (1, 2).

K; jest niepusta, bo L(«;) spelnia warunki (1, 2). Sh jezykéw z tej klasy to d; < ¢
Rozwazmy zatem jezyk L € K;, dla ktérego najlepsze (w sensie Sh) wyrazenie ma postaé
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gdzie suma jest skorficzenie indeksowana, a Sh(y;) < d;.



Lemat 1. KaZde v; spelnia warunek (1), Zadne ~; nie spetnia warunku (2).

Dowdd. Zauwazmy, ze cale wyrazenie =7 .. .73, spelnia warunek (1). Dla parzystych
~v zachodzi #, = #p — w przeciwnym wypadku stowa z inna iloscig ,,powtorzen” stowa
dopasowujacego si¢ do takiej v mialyby rézne réznice #, — #. Podobnie gdyby do v; dla
j nieparzystego dopasowywaly sie stowa w’, w” o réznych warto$ciach tej réznicy, to stowa
wiw'we, wiwwe dopasowujace sie do 3 réwniez mialyby rézne wartosci tej roznicy.

Teraz poniewaz Sh(v;) < d;, to gdyby 7; spelnialo warunek (2), otrzymaliby$my
sprzecznosé¢ z warunkiem (3) nalezenia do Kj. O

Lemat 2. W sumie a mozna wybrac taki skiadnik 8 i indeks 0 < k < n, Ze podwyrazenie
Vo W B spelnia warunek (2).

Dowdd. Przypusémy nie wprost, ze nie ma takiego k. Istnieje zatem takie jg, ze dla j > jg
stowo w(i, 7)’ nie dopasowuje si¢ do zadnego z Vg, 71,74 . - Rozwazmy DFA rozpoznajacy
jezyk B o j1 stanach. Niech jo > max(jo,j1), wtedy w(i,j2)?2 jest podstowem pewne-
go stowa z L(B). Zatem dla tego slowa na Sciezce przej$¢ rozwazanego DFA musi ist-
nie¢ cykl, a wtedy istnieje liczba 0 < m < js taka, ze dla t € N i pewnych wy,ws jest
wlw(i,jg)j2+mtw2 € L(ﬂ)

Mozemy wziaé takiej postaci j > (2n + 1)j2 i prayjrzeé sie stowu wiw(i, j2)/ws. Nie
jest mozliwe, aby kazda kopia stowa w(i, j2)’2 zawierala w sobie granice miedzy v, V41
— granic tych jest 2n, kopii stowa — 2n + 1. Zatem ktéras trafia do pewnego ~; lub ~7,
sprzecznosc.

Z lematu 1 wynika dodatkowo, Ze nieparzysta - nie moze zawiera¢ takiego stowa,
wiec musi ono znajdowaé sie w ktéryms ~yo. O

Lemat 3. W sumie a mozna wybrac taki skiadnik B i indeks 0 < k < n, Ze podwyrazenie
Yor w [ spelnia warunek (2°), tzn. (2) z i zastgpionym przez i — 1.

Dowdéd. Rozwazmy o5, wybrane w lemacie 2. Wiemy, ze 73, spelnia (2), przypu$émy nie
wprost, ze Yo nie spelnia (2°). Istnieje zatem jo takie, ze dla j > jo w(i — 1, )7 nie jest
podstowem zadnego stowa z L(7o). Istnieje tez j; > jo takie, ze w(i, j1)’! jest podstowem
pewnego w € L(73,).

Oznaczmy w = wiwy ... Wm,w; € L(va;) 1 zastanéwmy sie, jak jeden egzemplarz

w(i, j1) = a2’ w(i—1,7;)%" a2l72w(i —1,71)" moze byé umieszczony w czynnikach w.

u v
Niech wy,w, oznaczaja czynniki, w ktérych zaczynaja si¢ odpowiednio stowa u,v, oraz

wy = zy gdzie x jest sufiksem w.

p < q, poniewaz w przeciwnym przypadku cale w(i — 1, j1)’' znajduje sie w jednym
czynniku dopasowujacym sie do 7. Poczynmy nastepujace spostrzezenia:
Spostrzezenie 1. W kazdym sufiksie w(i — 1,71)7 jest nie mniej b niz a.

Spostrzezenie 2. W kazdym prefiksie v jest wiecej b niz a.

W calym w, jest tyle samo a, co b, a z jest sufiksem w(i — 1, 1)7'. W y musi by¢
zatem nie mniej a niz b. Wiec albo y zawiera cale v (a dalej jeszcze wiecej liter a), co znéw
daje sprzeczno$é¢, albo y jest puste. Ten sam argument stosujemy teraz do wg41, ktore
zaczyna si¢ tam, gdzie v. O



Dowdd twierdzenia 1. Pokazemy, ze d; > i, co razem ze znana juz nieréwnoécia przeciwng
dowiedzie twierdzenia. Baza indukcji (i = 1) jest trywialna.

Rozwazmy zatem L € K; opisany przez wyrazenie « jak powyzej i wybierzmy vor
z lematéw 2, 3. Wiemy, ze Sh(vysr) < d;, a zatem Sh(L(vs;)) < d;. Wyrazenie to spelnia
warunki (1, 2°), a wiec warunki (1, 2) nalezenia do K;_1, zatem dla L' € K;_ 1 jest
Sh(L') < d;. Oznacza to, ze d;—1 < d; — 1, co przy zalozeniu indukcyjnym d;—1 > i — 1
daje teze. O



