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1 Zadanie

1.1

Tresé

Niech Q;; bedzie momentem kwadrupolowym.

1.
2.

1.2

Pokazaé, ze Tr(Q;j) = 0.
Kiedy @;; nie zalezy od wyboru ukladu wspoétrzednych?

Rozwigzanie

. Skoro Qz‘j = ZA €A(37"f47"11 - 5@'3'7:21)7 to

3 3
Q' =97 Qui =~ Qu=—)_ Y ealBriry —0ury) = =Y _(3)_riry —3r%) =0.
i=1 i=1 A A=l
(1)

. Niech potozenia tadunkéw w jednym ukladzie beda oznaczone 74, w drugim — 7.

Zauwazmy, ze dla pewnego wektora @ zachodzi ™, = 74 + d@. Przedstawmy zatem
moment kwadrupolowy w ukladzie ,primowanym” za pomoca wielkosci z ukladu
Hhieprimowanego”:

ZeA 3rAr ZeA TA+CL (r£+aj)—5ij(17,4+6)2):
= ZeA 37‘A7‘A — 8i7%) + ZeA (3a'a’ — 6;;a*) + Ze;;(?;(airil + alry) — 26;;ar).
A A A
(2)
Za pomocg oznaczenia momentu dipolowego d= >4 €AT4, mozna napisac

ng = Qij + ZeA(3aiaj - (51‘]‘6_52) + 3(aidj + ajdi) - 2(5”5J (3)
A

Zauwazamy, ze Q;j = @i; wtedy, gdy zeruja si¢ pozostale wyrazy. Dzieje sie tak zas
wtedy, gdy > 4ea =01 d=0.



2 Zadanie

2.1 Tresé

Obliczy¢ potencjat skalarny generowany przez dipol. Pokazaé, ze pole elektryczne genero-
wane przez dipol jest postaci

B=(d-9)V (@)

2.2 Rozwiagzanie

By wyliczy¢ wktad dipola w potencjal skalarny, zbadamy rozwiniecie prawej strony réw-
noéci

_ ea
0= Z R — 7l ®)

w szereg Taylora przy zalozeniu 74 < é, a dokladnie jego drugi wyraz (pierwszy opisuje
potencjal ,monopolowy”, trzeci — kwadrupolowy itd.).
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Pokazemy teraz, ze pole pochodzace od takiego potencjalu ma szukang postac.

— =3 HCZ’R‘ e d ﬁ ﬁ = -
E=-Vp=-Vog=—(dV)5g - (Rgv> d, (7)

gdzie drugi sktadnik znika, poniewaz operator rézniczkowy ,nie dziala” na d. Jak wiemy,

— £ = V£, co koficzy dowdd.

3 Zadanie

3.1 Tresé

Zmalez¢ pole elektryczne generowane przez dipol w ukladzie sferycznym.

3.2 Rozwiagzanie

Wyliczmy warto$¢ wektora pola generowanego przez dipol, by potem wyrazié¢ ja w uktadzie
wspotrzednych sferycznych.

@k - ameyl (‘%) 7. (8)



Wyliczymy teraz po jednej sktadowej kazdego z operatordéw, pozostale obliczenia beda

analogiczne.
g(xz Tyl 22)—3/2 _ —§(x2 1y +22)—5/2 op = 3%
Ox 2 R>’
0
dpy—x = dg,
S
zatem
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Przejdziemy teraz do uktadu wspéirzednych sferycznych, zaktadajac dla uproszczenia, ze

wektor cfskierowany jest wzdluz osi 0z, tj. d = (0,0, d):
R= R(sin 0 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 0),

3 3
E, = ﬁdRsz =73 sin 6 cos ¢ cos 0,
3 3
E, = ﬁdRzRy =73 sin 6 sin ¢ cos 6,
3 ..o d d
E, = ﬁdRz s (3cos?0 —1).
4 Zadanie
4.1 Tresé

Pokazaé, ze

spelnia réwnanie

Obliczy¢ B(R) = rot R A(R).

4.2 Rozwigzanie

(12)
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Korzystajac z faktu, ze 7 nie zalezy od R oraz z réwnosci Al = 476%(R) mozemy napisaé

AA == /d?’rj F’)A

By wyliczy¢ rotacje A, skorzystamy ze zwigzku
rot ¢t = ¢rot U + (grad ¢) x T,

w ktérym pierwszy czton wyzeruje sie, poniewaz j nie zalezy od R.
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Jesli przyjmiemy 7 < ff, to ostatecznie mozemy napisaé

- 1 j’x R
B=-[d : 21
s (21)
5 Zadanie
5.1 Tresc
Pokazaé, ze jedli divj = 0, to
1 1
/clgrjkrlRZ = §/d37’jkr’R’ — §/d37“] 'rF R (22)
5.2 Rozwigzanie
Nalezy udowodni¢, ze
/d?’rjkTiRi = — /d3rji7‘kRi. (23)

Napiszmy réwnos$¢ (wynikajaca z prawa Leibniza)

/d?’r@ (r*riiHR /d?’r@l rj R +/d3r7“k81 )i R —l—/ddrr ro(GHRY.  (24)
Lewa strona (na mocy prawa Gaussa) rowna jest calce z pradu po powierzchni; poniewaz
prad na niej nie wystepuje, wynosi ona 0. Po prawej stronie zeruje si¢ catka zawierajaca
a1(7Y) = divj. W pozostatych dwu czlonach zastepujemy 9,7 = dpn, cO oOznacza, ze
pierwszy zeruje sie za wyj. wyrazow [ = k, drugi za$ za wyj. [ = ¢, czyli ostatecznie

0= /d?’rr j*R —f—/d?’rrkle (25)

co konczy dowdd.

6 Zadanie

6.1 Tresé

Pokazac, ze jesli potencjal wektorowy zlokalizowanego pradu

g mx R
AR =" (26)
gdzie moment magnetyczny
1 -
m:?c/d3r77xj, (27)
to
S BB _ 7 p2
B 3(m-R)R—mR (28)

jest polem magnetycznym generowanym przez ten prad.



6.2 Rozwigzanie

By wyliczy¢ B = rot [f, skorzystamy z tozsamosci

-, - -

rot (@ x b) = (bV)a@ — (a@V)b + adiv b — bdiv a. (29)

Poniewaz operatory rézniczkowe nie dziataja na m, w naszym przypadku pozostana tylko
dwa czlony

MR iy 2 (MV)%.

rot & g

(30)

Poniewaz RES jest gradientem pewnego skalara (—R™!), to jego dywergencja zeruje sie.
Ostatecznie pozostaje nam do policzenia wyrazenie identyczne (z doktadnoscia do oznaczen
d,m) jak w (8), wiec wynik przepiszmy z (11):
3(mR)R — mR2

B = o

(31)



