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1 Oznaczenia i r6wnania Einsteina

Jak wiemy, w czasoprzestrzeni o metryce g, koneksja Levi-Civity dana jest wzorem
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Tensor krzywizny Riemanna wyraza si¢ nastepujaco:
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za$ jego kolejne zwezenia, odpowiednio tensor krzywizny Ricciego i skalar krzywizny, to
Ry = Ry, R=Ry. (3)

Ostatecznie, réwnania Einsteina pola grawitacyjnego maja nastepujaca postac:
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gdzie k = 87G/c?* jest staly Einsteina, a wielkosé¢ T, wv to tensor energii-pedu, ktéry dla
cial makroskopowych (o gestosci energii €, ci$nieniu p oraz czteropredkosci ut) jest réwny

T,uz/ = (p + e)uuuu — P9uv- (5)

2 Wyprowadzenie metryki Schwarzschilda

W 1916 Karl Schwarzschild podal rozwigzanie réwnan Einsteina przy dodatkowych
zatozeniach: sferycznej symetrii, stacjonarnosci i prézniowoéci pola. Najogdlniejszym wyra-
zeniem na kwadrat interwatu (ktére oczywiscie zawiera implicite wyrazy tensora metrycz-
nego, jako ze ds? = guata’), ktoére jest niezmiennicze ze wzgledu na odbicia przestrzenne
0— —0, o — —¢ jest

ds? = hdr? + k(sin? 0 d¢* + d6?) + 1 dt* + adr dt, (6)

gdzie a, h, k,l sa pewnymi funkcjami 7, t. Poniewaz uklad wspétrzednych mozemy dobraé
dowolnie, by nie naruszaé¢ symetrii sferycznej, to ustalamy go na taki, w ktérym mamy

a=0, k=—r2 (7)



Dla tatwosci obliczen wyrazimy pozostale nieznane wspdétczynniki przez h,l przez funkcje
wykladnicze (gdzie f, g sa pewnymi funkcjami r,¢):

h=—éf, I =c%eY, (8)
wiec kwadrat interwalu wyglada teraz (w obranym ukladzie wspélrzednych) nastepujaco:
ds? = e9c dt* — r?(d6? + sin 0 dp?) — e dr. 9)

Gdy teraz oznaczymy ct,r, 0, ¢ odpowiednio przez z°, . .
jakie wartosci maja (rézne od zera) diagonalne skladowe tensora metrycznego i mozemy
obliczy¢ wartosci wyrazéw Christoffela dla tej metryki. Otrzymujemy (oznaczajac primem

pochodna po r, a kropka — po ct)

., 2, widzimy z powyzszego wzoru,

/
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I, = % Iy =—rsin?fe /.

Pozostate sktadowe I' sa albo zerowe, albo réwne ktorej$ z powyzszych na mocy ogélnych
tozsamosci dla symboli Christoffela.

Po wyliczeniu wartosci tensora Ricciego mozna napisa¢ réwnania Einsteina dla me-
tryki powyzszej postaci:

KT} = — f 9? % +i2, (11)
kT2 = KT = % < ;fl—g;f/>+;e—g<f+;—ég>, (12)
KT = —e~ % - J: + 712, (13)
KTy =e ! f (14)

Prawe strony réwnan dla pozostatych sktadowych sa tozsamosciowo réwne zeru.

FLatwo rozwigzaé powyzsze rownania na zewnatrz mas wytwarzajacych pole — wtedy
wszystkie wyrazy tensora energii-pedu sa réwne zero i otrzymuje sie nastepujace wnioski:
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Z sumy pierwszych dwéch réwnan widaé, ze f'+ ¢’ = 0, stad f + g jest funkcja wylacznie
czasu. Poniewaz pozostala jeszcze mozliwos¢ dowolnego przeksztatcania czasu, to mozna
go okresli¢ tak, by f 4 g = 0. Ze scatkowania réwnania (16) otrzymamy

el =et=1+C/r, (18)



co pozwala nam na spostrzezenie, ze gdy r — 0o, metryka staje sie, zgodnie z oczekiwania-
mi, galileuszowska. C dobierzemy tak, by dla duzych odleglosci pole opisywalo grawitacje
newtonowska z potencjatem ¢, czyli

GM

2¢ .
goo =1+ —, gdzie p = ———
C C

; (19)

za$ m jest masg ciala wytwarzajacego pole. Wtedy C' ma wymiar dlugosci i nazywana jest
promieniem grawitacyjnym:

2GM
9= "5 (20)
zas ostatecznie kwadrat interwatu jest postaci
2 2 342 20 2 2 2 dr?
ds® = (1 —rg/r)c” dt* — r*(sin” 0 d¢* + db*) — ———. (21)
1—ry/r

Jak udowodnil w 1923 Birkhoff, kazde sferycznie symetryczne rozwiazanie rownan
Einsteina w prézni musi by¢ stacjonarne (w powyzszych rozwazaniach stacjonarno$¢ wyra-
za sie w réwnaniu (17) i przyjeciu f 4+ g = 0) oraz asymptotycznie galileuszowskie; oznacza
to, ze rozwigzanie Schwarzschilda jest jedynym spelniajacym swe zalozenia.

3 Czarne dziury

Metryka Schwarzschilda ma osobliwosci dla r = 0 oraz r = r,4. Ta druga wynika z do-
boru uktadu wspétrzednych, gdyz np. w uktadzie wspolrzednych Eddingtona-Finkelsteina
interwal jest dobrze okreslony réwniez w tym punkcie. Pierwsza osobliwosé jest jednak
osobliwoscia fizyczna (zw. osobliwoscia grawitacyjna), gdyz wielko$ci niezmiennicze, takie
jak skalar Kretschmanna

1272
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daza w jej okolicach do nieskonczonosci. Zrozumienie tej pozornej niefizycznosci rozwig-
zania nie bylo natychmiastowe i wcigz budzi kontrowersje. Fizyczna interpretacja tego
wyniku nosi nazwe czarnej dziury — jesli promien ciala jest mniejszy, niz promien gra-
witacyjny, cialo pod wplywem kolapsu grawitacyjnego zapadnie sie do osobliwosci. Dla
odleglodci r < ry czasoprzestrzen ma bardzo interesujgce wlasnosci — wspoétrzedna czaso-
wa ma charakter przestrzenny, a radialna — czasowy. Nie jest mozliwa wymiana informacji
miedzy obszarami ponizej i powyzej horyzontu zdarzen, czyli powierzchni r = r,. War-
to zauwazy¢, ze to ostatnie zjawisko mozna przewidzie¢ w pelni klasycznie — klasyczna
predkos¢ ucieczki dla ciata o promieniu 75 to predkosé swiatta.

Rozwigzanie Schwarzschilda jest tylko jednym, najprostszym, spoéréd czasoprze-
strzeni przewidujacych istnienie czarnych dziur. Metryka Kerra opisuje obracajace sie czar-
ne dziury, zas metryki Reissnera-Nordstroma oraz Kerra-Newmana opisuja odpowiednio
spoczywajace i obracajace sie czarne dziury obdarzone tadunkiem elektrycznym.

4 Ruch w metryce Schwarzschilda

Lagranzjan czastki (ktérej masa, m, uznawana jest za pomijalnie mata w stosun-
ku do masy czarnej dziury M, i dlatego zaniedbywany jest jej wplyw na zakrzywienie



czasoprzestrzeni) jest nastepujacy (tu kropka oznacza rézniczkowanie po 7):

L= % (jj)z - % [— (1 - 7"9) 242) + <1 - ’"5’)1&2 +r2(0% +sin? $)| . (23)

r r
7 jego niezaleznoéci od t, ¢ wynika istnienie dwoch statych ruchu:
r2¢ = L/m, (1 —ry/r)i = E/mc?, (24)

ktére po podstawieniu do (inaczej przedstawionej) definicji metryki Schwarzschilda
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daje nastepujace rownanie orbity

E? r L?
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lub po wyeliminowaniu zaleznosci od czasu wlasnego

dr\? r*E? rg rim2c? 9

Dalsze wnioski dotyczace ruchu cial w metryce Schwarzschilda pozwalaja stwierdzic,
ze orbity kolowe cial sa stabilne dla r > 3r4 i niestabilne dla 3r,/2 < r < 3ry. Ponizej tej
drugiej wartosci granicznej (odpowiadajacej orbicie o predkosci orbitalnej réwnej predkosci
Swiatla), czastki swobodne spadaja na horyzont zdarzeh. Relatywistyczna poprawka dla
orbit eliptycznych przejawia sie poprzez dtuzsze pozostawanie (czyli spowolnienie ruchu)
cial w poblizu perycentrum. Teoria przewiduje tez precesje orbit eliptycznych o kat

56~ 6rGM

T 28

na jeden obieg (gdzie A to pdlo§ wielka, a e to mimosréd orbity). To zjawisko zaobser-
wowano (jako odchylenie od przewidywanej przez klasyczny wplyw planet) precesji orbity
Merkurego.
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