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1 Wstep

Celem eksperymentu bylo zbadanie wplywu zjawiska utraty cyfr znaczacych na otrzyma-
ny wynik sumy wyrazéw ciggu w zaleznosci od wybranego algorytmu sumacyjnego. Na
przyktadzie sumy

10000
Z zy, gdzie z = k=2 (1)
k=1

poréwnano dwa algorytmy sumacyjne: naiwny

S = 1,

for ¢ from 2 to n do

S =8+ xy;

end
(zastosowany w arytmetykach pojedynczej i podwdjnej precyzji) oraz przypisywany Wil-
liamowi Kahanowi algorytm sumowania z poprawkamsi

s 1= x1;
c:=0;

for i from 2 to n do
Y= c+xg;
t:=s54y;
c:=(s—t)+y;
s:=1;

end

zwany takze wzorem sumacyjnym Kahana, sumowaniem kompensacyjnym itd., zastoso-
wany w arytmetyce pojedynczej precyzji.

2 Opis teoretyczny

Niech § oznacza sume wyrazow x; wyliczona algorytmem naiwnym. Jej reprezentacja
w arytmetyce zmiennoprzecinkowej

F6) =3 an(d+ ). @)
k=1



gdzie |ng| < €1(n — i+ 1) to suma bledéw wynikajacych z utraty cyfr znaczacych podczas
dodawania. Epsilon maszynowy definiujemy nastepujaco:

e=2"", (3)
gdzie 7 jest liczbg bitow przeznaczonych w arytmetyce fl na mantyse.
Dowéd réwnania (2). Zauwazmy, ze

s

flC o fl(fl(zy +22) +23) ...+ 2p) =

=(..((z1+x2)(14+o02)+x3)(14+03)... +2,) (1 +0p) =

=z [J(A+0) + > 2 [[(1+0y). (4)
=2 =2 j=i

Nastepnie mozemy przyjaé¢ o1 = 0 i napisaé
n n
s=> = ][ +0). (5)
i=1  j=i

Nastepnie, skoro wszystkie zmiennopozycyjne poprawki dodawania spelniaja |o;| < €1, na
mocy twierdzenia 1.4 [1, s. 2] piszemy

s:i L4 1), (6)

gdzie n; = Yt 10 < Yol < (n—i+ 1)er. O

Niech s oznacza sume wyrazéw x; wyliczong algorytmem Kahana. Zachodzi fakt

Z (14 61) + O(ne3) Z\azﬂ (7)

k=1

gdzie |dx| < 2e2. Dowdd tego faktu cytowany jest za [2, s. 572 i nast.] w [3, ss. 246-248].

3 Wyniki doswiadczenia

Zalaczony kod kahan.c implementuje oméwione algorytmy w jezyku ANSI C. Tabela 1
przedstawia z dokladnoscig do 20 cyfr dziesietnych wartosci zmiennych po zakonczeniu
dzialania programu, gdzie

fl zawiera wartos¢ wyliczona algorytmem naiwnym w arytmetyce pojedynczej precyzji
float,

dbl — warto$é wyliczona algorytmem naiwnym w arytmetyce podwdjnej precyzji double,

kahan — warto$é¢ wyliczong algorytmem sumacyjnym Kahana w arytmetyce pojedynczej
precyzji,

maple — zataczona dla poréwnania wartosé wyliczona przez program Maple 9.5.

W tabeli podkreslono cyfry znaczace zgodne z wynikiem obliczen Maple.



’ zmienna ‘ wartosé

fl 1,66472532272338867188
dbl 1,64483407184806496026
kahan | 1,66483404159545898438
maple | 1,64483407184805985324

Tabela 1: Wyniki obliczen

4 Whnioski

Jesli w réwnaniach (2,7) przyjmiemy
€1 = €2 = €7, (8)

gdzie e to epsilon maszynowy w arytmetyce z pojedyncza precyzja, to mozna z nich
wywnioskowa¢, ze dla duzych n blad przyblizenia sumy proporcjonalny jest do ey dla al-
gorytmu naiwnego i do efcl dla algorytmu z poprawkami. Potwierdzaja to wyniki doswiad-
czalne — jesli przyjmiemy wynik obliczony przez program M aple za warto$é¢ dokladna, to
warto$¢ wyliczona algorytmem naiwnym jest zgodna z nia na 4 cyfrach wiodacych, zas
algorytmem z poprawkami — na 8.

Sprébujmy teraz poréwnaé wyniki dziatania algorytmu z poprawkami i algorytmu
naiwnego, ale w arytmetyce z podwdjna precyzja. Specyfikacja IEEE 754 mowi, ze licz-
ba bitéw poswieconych na mantyse w arytmetyce z podwdjna precyzja jest dwukrotnie
wieksza, niz w arytmetyce z pojedyncza precyzja, tj.

Tdbl = 27f1. 9)

Ponadto wykorzystuje sie fakt, ze wiodacy bit mantysy znormalizowanej (w systemie dwdj-
kowym) zawsze ma wartosé¢ 1, i epsilon maszynowy wynosi wtedy

e=2"""1 (10)
nie za$ tyle, ile wskazuje réwnanie (3). Okazuje siec wtedy, ze zachodzi zaleznosé
1 €
2 —2741—2 —Tap—1 dabl
efl =2 fl = 52 dbl = 7, (11)

gdzie egy to epsilon maszynowy w arytmetyce z podwdjna precyzja. Na tej podstawie
moznaby wnosi¢, ze przyjecie
€1=€ap =26, €2 =¢€f (12)

implikuje poréwnywalng zgodno$é¢ wynikéw algorytmu z poprawkami i algorytmu naiwne-
go w arytmetyce z podwdjna precyzja z wartoécia dokladna. Jak jednak widaé¢ w tabeli
1, wynik algorytmu naiwnego w arytmetyce z podwdjna precyzja jest daleko blizszy do-
ktadnemu wynikowi, niz wynik algorytmu z poprawkami. Zauwazmy jednak, ze epsilon
maszynowy w arytmetyce z pojedyncza precyzja (zgodnie ze standardem IEEE, ktory
przyjmuje 7 = 23) wynosi

e =271 5960464 x 10~° ~ 0,00000006, (13)
a zatem zachodzi
|maple — kahan| < ey, (14)

co oznacza, ze dla wybranego w zadaniu x;, n algorytm z poprawkami wylicza najdoktad-
niejsza mozliwa do wyrazenia w arytmetyce z pojedyncza precyzja warto$¢ sumy > p_ ;.
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