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1 Wstep

Celem eksperymentu bylo sprawdzenie zwiazku miedzy wskaznikiem

a<z<b s
gdzie
LT —x;
N
dla parami réznych weztéw interpolacji o, ..., x, € [a,b], oraz dokladnoscia przyblizenia
funkcji za pomocja wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a, w zaleznosci od réznego spo-
sobu wyboru wezléw. Przyjeto liczbe wezléw n = 10, przedzial [a,b] = [—1, 1], testowe
funkcje
file) = ey Q
x) = )
! 1 + 2522
fa(x) = arctg z, (4)
f3(z) = max{0,1 — 4z }. (5)

2  Opis teoretyczny

Zadanie interpolacji Lagrange’a sformulowane jest nastepujaco (za [1, s. 2-3]): dla danych

n € N, parami réznych zg,...,z, € R i dla danej funkcji f okreslonej w punktach {z;}
znalez¢ wielomian L, € II,, (stopnia najwyzej n) taki, ze
Ln(xi) = f(2:) (6)

dla kazdego wezla interpolacji x;.

Latwo udowodnié¢ jednoznaczno$é takiego rozwiazania (réznica dwédch wielomiandéw
interpolacyjnych L, — L], jest wielomianem stopnia najwyzej n, o co najmniej n+ 1 zerach
x;, zatem jest réwna 0), ponadto istnieje ono zawsze i jest dane wzorem

Ln(z) = Z f(@i)Ai(). (7)

n
=0



Dla kazdej funkcji i jej wielomianu interpolacyjnego zdefiniowa¢ mozna funkcje btedu
€n ‘= f — Ly, (8)

i im mniejsze wartosci ona osiaga, tym bardziej uzyteczny jest wielomian interpolacyjny.
Sprobujmy oszacowaé jej wartosci takim wyrazeniem, ktérego jeden czynnik bedzie zalezny
tylko od interpolowanej funkcji, drugi zas — tylko od wyboru weztéw interpolacyjnych.

en@)] < 1£(@)] +|a(@)] < @) + X 1F@)lAi(e)] < ©)
< 1)+ max | F () Y Wel)] < max [F@)](Fo + 1) (10)

Wspdlezynnik K, w pewien sposéb ogranicza warto$¢ funkcji btedu, jednak powyzsze
szacowanie jest na tyle grube, ze ograniczenie staje si¢ niewiele warte. Mimo to mozna
spodziewaé sie pewnej korelacji miedzy wartosciami funkcji btedu a wartoscia wspdlezyn-
nika K.

3 Wyniki doswiadczenia

Wszystkie ponizsze wyliczenia i wykresy zostaly wykonane za pomoca programu Maple
9.5, zapisane w zalaczonym arkuszu inter.mw.

Rozwazania przeprowadzono dla trzech wyboréw weztéw interpolacyjnych:
(a) wezléw réwnoodleglych

2141
xT; ‘= -1
11

(11)

(b) weztéw bedacych zerami jedenastego wielomianu Czebyszewa:

2i4+1
x; 1= COS ( l;; 77) . (12)

(c) losowo wybranych weztéw, tu (posortowane rosnaco):

20 = —0,7662364125,
z1 = —0,6433701876,

T = —0,6018926488,

x5 = —0,3183845433,

24 = —0,1968105882,

x5 = 0,005084617,

26 = 0,258959741,

z7 := 0,472901968,

zg = 0,590788603,

29 := 0,650481577,

210 = 0,983797135. (13)

Wykresy funkeji F,(z) := Y1 | \i(z)| dla poszczegdlnych przypadkéw zamieszczone sa
na koncowych stronach tej pracy. Wartosci wspdtezynnika Ko, czyli maksima funkcji Fig



na rozwazanym przedziale [—1, 1], przyjmowane sa na krancach przedzialu (dla losowych
wezléw — nie zawsze) i wynosza

K1 (a) = 385,1601562,
Ko 3 = 2:489430372,
K1, (¢) = 2211,667590. (14)

Zamieszczono takze 9 wykreséw funkeji btedu dla wszystkich badanych funkcji i zestawéw
wezléw interpolacji.

4 Whnioski

Korelacja, jaka zauwazy¢ mozna miedzy wykresami funkcji F,,(x) a poszczegdlnych funk-
cji bledu, jest fakt, ze tam, gdzie funkcja F),(x) przyjmuje wartosci wzglednie duze (czyli
dla z & (z1,x9) dla wezléw réwnoodleglych, x & (xo,x9) dla wezléw losowych), tam
réwniez wzglednie duze wartosci przyjmuja funkcje bledu. Tam, gdzie F,(x) przyjmuje
wartodci wzglednie male (czyli dla x € (21, x9) dla weztéw réwnoodlegltych, x € (xq, x9)
dla wezléw losowych), tam tez funkcje btedu moga by¢ ograniczane znacznie mniejszymi
warto$ciami. Dla wezléw Czebyszewa funkcja F),(z) przyjmuje na calym przedziale warto-
sci ,zrownowazone” | takze funkcje btedu dla weztéw Czebyszewowskich nie majg zadnych
wyrozniajacych sie ekstreméw lokalnych.

Mozna zauwazy¢, ze dla wyzej wymienionych przedziatow ,malej zmiennosci” funk-
cji Fy,(x) wielomian interpolacyjny przy wezlach réwnoodleglych czy losowych interpoluje
zadana funkcje podobnie dobrze jak przy weztach Czebyszewa (a przy funkcji fo zauwa-
zalnie lepiej). Kryterium wspdlczynnika Ko faworyzuje wezly Czebyszewa, gdyz dla nich
funkcja F,,(z) nie posiada pikéw, jednak dla konkretnych zastosowan (tj. wykorzystuja-
cych wartosci funkeji tylko z przedzialéw ,matej zmiennosci”) moga by¢ lepsze inne dobory
weztéw.

Wysnute wnioski skojarzy¢ mozna z twierdzeniem Rungego ([1, s. 5]), ktére méwi,
ze ciag wielomianéw interpolacyjnych funkcji fi; dla rownoodlegtych weztéw zbiezny jest
tylko dla |z| < 0,726 . ... Moznaby si¢ spodziewad, ze ciag F,,(z) dla réwnoodlegltych wezléw
bedzie réwniez zbiezny tylko w tym przedziale.
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Rysunek 1: Wykres funkcji Fj,(z) dla wezléw réownoodleglych
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Rysunek 2: Wykres funkcji Fj,(z) dla wezléw Czebyszewa



Rysunek 3: Wykres funkeji F),(x) dla weztéw losowych
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Wykres funkcji btedu dla f; i weztéw rownoodlegltych
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Rysunek 5: Wykres funkcji btedu dla f; i weztéw Czebyszewa

Rysunek 6: Wykres funkcji btedu dla f; i weztéw losowych
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Rysunek 7: Wykres funkcji btedu dla f5 i weztéw réwnoodleglych
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Rysunek 8: Wykres funkcji bledu dla f5 i weztéw Czebyszewa
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Rysunek 9: Wykres funkcji btedu dla fy i weztéw losowych

Rysunek 10:
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Wykres funkcji btedu dla f3 i weztéw réwnoodleglych



Rysunek 11: Wykres funkcji btedu dla fs3 i dla wezléw Czebyszewa
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Rysunek 12: Wykres funkcji btedu dla fs3 i dla wezléw losowych



